Maénpa Ocwpiag Ap1Oucdv
. .
1. Na arodeiybei 611 kKaOe Setkog aképalog aptOpog n > 6, pnopet va ypagpet otn popdn
n=a’+b*-c?
orou ot a, b, ¢ eivat detikol aképaiot.

2. Na anoderyBel 011 yia kKaOe aképalo n > 2 unapyet £vag Setkdg arépalog o oroiog propet
va ypagel ®g abpotopa k tédelmv terpayovey yla kabe 2 < k < n.

3. OswpoUiie Evav QUOIKO apOpo n > 1 Kat évav pto apibpd p movu eivatl T€T010g Wote
nlp-1 kat p|n®-1.
Na anobeiyBel 0t 0 4p — 3 eivat TEAE10 TETPAYHDVO.
4. Na anodeixbel 0Tt urtapxouVv Arelpot YeTIKOl aKEPALOL N TETO101 DOTE
S(8™) = S(38™1),
orou pe S(a) oupBoAidoupe o ABpolopa TV YPn@iewv tou a oty dekadikr] avanapdoctaon.

5. Na arodeixBetl ot oto eminedo Sev priopovpie va Ppoupe €va Amelpo oUVOAO Jr OUVEU-
Selakov onueiwv oote ava dUo ta orpela va £€XoUv akepala anootaon.

6. Na amodeiyel 611 kKABe PUOIKOG ap1BNdg propel va ypagel wg dBpoiopa aplOpov g
Hopdng 2432 dote kaveig poobetéog va pnv Slatpet kdmoov dido.

7. Na BpeBouv ddot o1 Jetkol aképatlol n wote va vndpyouv k > 2 Jetkoi pnrol apBpoi
a;,dy, ..., Qe IIOU Vd 1KAVOITO10UV

a+...tq=a... 4 =n.

8. Na BpeBouv dAeg ot ouvaptioetg f : N* i N* rou eivat tétoieg oote

m? + f(n) | (f(m)* + n,

yla kabe m, n € N*,

9. Na Bpebouv 6Aeg ot 1-1 ouvaptrjoeig f : N — N mou eivat tétoieg wote

sy < O

yla kaBe n € N.



1. ApxX1Kda rapatnpoupe ott KaBe ap1Bpog rou Sev eivat Ing poperg 4k + 2 pnopet va ypadet
ot popdn Xy Omou ot X, Yy eival eite kKat ot Vo dptiot ite kat ot §vo meptrrol. Omote KAOe
T£€1010G ap161106G YpAdETAl OTn 110PPI)

(5
e 2 /-
IMaipvoupe topa €vav tuxaio uolko n > 6. Av autodg dev eival tng popgpng 4k + 3 wteon—1

Bev etvat tng popodng 4k + 2 ondte anod ta naparndave Sa €xoupe 61l Sa UTIAPXOUV X, Y TIoU eivat
Kat ot §vo dptiot 1) Kat ot HUo repttrol, ote

=5

OIt0TE

mou eivat 1o {nroupevo.
Av 1dpa o n eival g popdrg 4k + 3 161e 0 ap1Opdg p — 22 dev eivat g poperis 4k + 2 dpa Sa
UTIAPXOUV X, Yy TIOU gival kat ot U0 aptiol fj KAt ol Vo repittol, wote

(5
2 2 ’

onote

x+y\?2 (x-y\?
e (5 (5
2 2
mou eivat 1o {nroupevo.

2. Ba XPnoporo|ooupe enaywyr oo n. ‘'Otav n = 2 10te naipvoupe emA&youpe ya
napadetypa tov aptOpo 25. Autog eivatl teAelo TeEpaymvo Kat ypdgetat kat oav abpotopa §uo
TEPAYWOVOV apoyu

25 = 5% = 3> + 4%,

Ag urtoBeooupie Twpa OTL yia Tov n—1 UTIAPYXEL PUOIKOG X TTOU ypadetal og abpowopa 2,3, ..., n—1
TEpaywvev. Ao v acknorn 1, 9a £éxoupe 0t 0 x ypagdetal otn popdn
x=a’+b* -2

Bewpoupe tov apBpo
A=x+c?

Tote autdg sivat ddpotona 3,4, . . ., n eTpaydvev, addd erurmdéov A = a+b? onote 0AOKATPOVE-
a1l N EMAY®YN.

3. 'Exoupe o1
plnf-1=m-D"R%Z+n+1).

A6 TV Ipodn 0X€0n OUmG £€xoutie 6Tt n < p — 1, dpa avaykaotika
(1) pl n+n+l1.
Kat mdAt ano v npotn oxEor £XoUple OTL UIApXEl YeTIKOG aKEPAlog k mote

p=nk+1.



Avukabiotoviag oty (1) Exoupe ot
nk+1|n?+n+1.

‘Enetat ot
nk+1|kn®+kn+k=0n+Dn+1)-n+k-1,

and 6rou cuprepaivoupe Ot
nk+1|k—-n-1.

'Oneg eivatl eukodo va doupe 6t kn+ 1 > k — n — 1, ornote avayKaoTiKA ITPETEl
k=n+1.

Tote
4p-3=4nn+1)+1=2n+1)>%

Kal £X0Ule 10 {ntoupevo.

4. Yrobétoupe 1o avtiBeto. Tote undpyet évag guoikog N oote yia kabe n > N, va éxoupe
S(8™1) > S(3™.

'Opeg ya n > 2, éxoupe ot
9S(8™") xat 9]S(3M),

OIToTE
S(3™1) > 5(3™) + 9.

Egpappoloviag tv tedeutaia oxéon Stadoyikd maipvoupe o yia kabe n > N,
S8 > 83BM)+9(n—- N+ 1).
To mAn0og tev Yyneiev tou 3™ eivai 1o moAv
log,, 3" + 1.
KaBéva and auvtd ta ynoia eivat pikpotepo 1) 0o tou 9, dpa
S(3™) < 9(log,u 3™ + 1).

Omnote Sa €xoupe ot
9(logy 3™ +1) 2 9(n- N+ 1),
1) woduvapa
N +1log,,3 > n(1-1log,,3).

H teAdeutaia opeg divel dromo yla n apketd peydlo.

5. ®erpouiie tpia pun ocuveubelaka onpeia A, B, C amnd 1o cUvoAo kat €0t® P dAAo éva onpeio.
®<toupe
Ik = max{AB, BC}.

Tote ouppeva pe ) ouvOnkn o k eivatr 9etkOg aKEPA10g KAl EMUTAEOV ATIO TNV TPIYRDVIKI)
avigotnta £€XoUpe
|PA - PB| < k xat |PB— PC| < k.



Ot mapandve amoAuteg TiEg sival Jetikol aképalot EMOPEVES PITOPOUV va TTAPOUV TO TTI0AU k+ 1
Tpég ot kabepa. 'Enetat ot 1o P pnopei va avrket oe k + 1 uniepBoAég mou opidovratl anod ta
A, Bxat og k+ 1 uniepBolAég rou opidoviat anod ta B, C. Omdte yia 10 P £€X0Uv oG SUvatég emAOYEG
Ta onjeia TOPRg AUTOV TOV UTIEPBOAGY Ta oroia opeg eivat To oAy 4(k + 1)? ondte Sev pmopsi
10 OUVOAO va €XEl ATIEPA OTOXELd.

6. ®a Soudéyoune Je 10xUPY enayeyr oto n. Ma n = 1 ypdapoupe 1 =2°-3° karyia n = 2,
ypagoupe 2 = 21 - 3%, YroBétoune 611 10xUel yia KAOe arépalo PikpoTepo tou n kat Ja Seioupe
TOV 10XUPoP0 y1d To M.

e Av n ApTiog 10T 0 N/2 gival aképaiog PIKPOTEPOG ATIO TOV N dpa YpAPETal atr) popen
n/2 = Z 213/,

orou kaveig 0pog Sev Graipel kamowov dAdo, onote

n= Z 2it13],
orou kaveig opog Sev Slaipel kamowov ddlo.

o Av n mepittdg TOTE Ye@POoUE TOV arépalo k yia tov omoio 1oxvel 3¢ < n < 3!, @swpovpe
Tov ap1Bpod n — 35/2. Autdg sivar aképatog, dpa amoéd Vv eMAyRYIKY UMOOeon ypagperal
ot popen o

n-3/2=% 23,
orou kaveig opog Sev Glaipel kamoov dAdo, onote

n= Z oitlgl 4 gk

omou Kkaveig 6pog dev Sralpel Tov AAAo, apou yia TOUG ITPAOTOUG TO £XOULE ATIO TNV EMAYROYT)
Kat ertiong 6dot mAéov eivat dptiot extdg amo tov tedeutaio kat 3° > 31, omdte 1 enayoymn
OAOKANp®VETAL.

e ®erpoUpEe MPOIA TV MePIMIEOON TMouU 0 n €wvat ouvbetog. Topa ypdgetat ot popdr)
n = p1ps. Erunéov napatnpovpe 6t p; + po < n omote priopoupe va ermdégoupe a; =
P1, Az = P KAl Ol UrtoAourtot va gtvat (n— p; — py) Accot. LIV MePini®on mou p; + py = N,
10te n = 4 61MoU Maipvoupe p; = pg = 2.

e ITNV MePIMI®Or IOV 0 N £ival MP®TOG, EMAEYOUE

a=—, a=4, ag = —
1 9 2 3 9

Kat ta unodoina ay ioa pe 1. O1 povot apiBpoi ou §sv KaAUIIoU e 08 AUTH) TV MEPIITTOOT)
efvatl autoi yla toug omoioug 1oxUel

n 1
—+4+-—>n=>n<9.
2 2

Orote pével va eEeTdooupEe SEX®P10TA TOUG aplOpoug

n=1,2,35,7.



e Ia n =1, Sewpovpe a1 0y . .. ai = 1. Téte anod v avicotta AM-GM, €xoupe
a1+a2+...+ak2k\k/T> 1
yvua k > 2. Enopévag 1 niepinmoon n = 1 eivat aduvarn.
e Av n =2, 9enpoupe a;dy . .. ai = 2. 'Opola e napandve £Xoupe
a+ap+...>kV2>2
yla k > 2, ondte Kal auty) ) niepinmeon eivat aduvarn.
e Av n = 3, Sewpoupe a1 as . . . a = 3. 'Opola pe mpv
a1+a2+...2k\k/§>3.
yla k > 2. Onote kat avt 1) nepimwon eivat aduvarn.

e Av n = 5, t01e Soudevoviag GpOA e TIAPATIAVE HPEVEL VA EAEYEOULE 11OVO TV MEPINI®OOoT)
k=2.Tote a; + ag = 5 xkat a;az = 5. Autd 10 ocUotnpa opweg dev €xel AUOEIS Apa Kat 1
niepimoon n = 5 eivat aduvarn.

e Av n = 7, 10t priopovpe va ermAéfoupe toug aplfpoug

Ordte 0 n propet va givat orotoodrrote Yeukdg arePalog NeyaAutepog tou 3 pe povr e§aipeon
10 5.

8. ®ftoupe apyx1kda orou n kat m 1o 1 kat maipvoupe
FO+1TIfD?+1=f)FD)+D~f(1)+1,

orote
SM+1fD)-1=f1)+1-2
dpa
f(H+1]2

orote f(1) = 1. ®£toviag towpa 6rou m 1o 1 aipvoupe
1+f(n)|1+n
arnd orou
) S <n
‘Opwg av 9éooupe o6rou n 1o 1 aipvoupe
m?>+1<f(m)+1
arnd orou

3) m? < f2(m) = m < f(m).



A6 g (2) xat (3) exoupe 6t f(n) = n yia kaOe Jeuko aképato n.

9. Asixvoupe mpota ot Sev UNIAPXEL PUOIKOG N wote f(n) < n.
[Mpdypatt av KATt TET010 10XVUEL TOTE ATTO TV APYXIKY] Itaipvoupe

Sge < o =n
Enayeyika deiyvoupe ot
@) JEm) <n
yia kaBe 9suko aképaio k, orou pe
UANGY

oupBoAidoupe Vv k ouvbeon g f pe tov eautd g. 'Enetat ou Sa undpyxouv 6o Setikoi
aképatot ky > ko oote

FE) = FEm).
Tote Adyw tou O 11 f eivar 1-1, Sa €xoupe

f(kl —kz)(n) =n

10 oroio 6urg sivatl aroro Adye g (@). Ernopévag

fn)=n
yia kaBe @uokd apOpo n. Tote n apyikr) divet
o0 < gy < T,
arnod orou
f(n<n

yla kaBe @uokd apidpo n. ‘Enctat 6w f(n) = n.

Z1louavog Mripaditikog



