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  Γ΄ Τάξη  Ασκήσεις που λύνονται με γνώσεις Γεωμετρίας 
 

============================================================   

Δίνεται κύκλος με κέντρο Ο και μια ακτίνα του ΟΑ. Η μεσοκάθετος της ακτίνας ΟΑ τέμνει 
τον κύκλο στα σημεία Β και Γ. Να υπολογιστεί η γωνία ˆΒΟΓ . 

 
Λύση 

Φέρνουμε τις ΑΒ και ΑΓ. Επειδή τα σημεία της μεσοκαθέτου ισαπέχουν από τα άκρα του 
ευθυγράμμου τμήματος, θα είναι: 
 ΒΟ ΒΑ   και  ΓΟ ΓΑ  
Άρα:   ΒΑ ΒΟ R OA   και  ΓΑ ΓΟ R ΟΑ
Τα τρίγωνα λοιπόν ΟΑΒ και ΟΑΓ είναι ισόπλευρα. Άρα: 
 ο ο οˆΒΟΓ 60 60 120  
 
1. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, το ύψος ΑΔ προς την 

υποτείνουσα ΒΓ, η διχοτόμος ΑΕ της γωνίας ˆΔΑΒ  και η 
διχοτόμος της γωνίας Γ̂ , που τέμνει την ΑΔ στο Ζ. Να αποδειχθεί ότι: 

α) ΓΖ ΑΕ,    β) ΕΖ // ΑΒ. 
 

Λύση 
α) Οι γωνίες ˆΔΑΒ  και Γ̂  είναι ίσες ως συμπληρωματικές της Β̂ . Έτσι έχουμε: 

 2ω 2φ ω φ  (1) 
Όμοια είναι: ˆΒ̂ ΔΑΓ x  
Από το τρίγωνο  ΑΔΒ  παίρνουμε: 

(1)
ο οx 2ω 90 x ω ω 90 οx ω φ 90  

οˆ ˆΕΑΓ ΖΓΑ 90 ΓΖ ΑΕ
β) Παρατηρούμε ότι στο τρίγωνο ΑΕΓ οι ΑΔ και ΓΖ είναι οι 

ευθείες δύο υψών. Έτσι το Ζ είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου, 
οπότε ισχύει ΕΖ ΑΓ. Επειδή ισχύει και ΒΑ ΑΓ, θα είναι 
τελικά  ΕΖ // ΑΒ. 

 
2.  Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ οˆ(Α 90 )  φέρνουμε το ύψος ΑΔ. Η διχοτόμος της γωνίας 

Γ̂  τέμνει τη διχοτόμο της γωνίας ˆΒΑΔ  στο Ε. Αν Μ είναι το μέσο της πλευράς ΑΓ, να 
αποδειχθεί ότι: 

α) το τρίγωνο  ΜΑΕ  είναι ισοσκελές,     β) ΕΜ // ΒΓ. 
 

Λύση 
α) Επειδή ΑΔ ΒΓ , οι γωνίες ˆΒΑΔ  και Γ̂  είναι ίσες, ως συμπληρωματικές της γωνίας Β̂ . 

Άρα: ˆ ˆΕΑΓ ΕΓΑ (φ ω) φ οˆ ˆ2φ ω ΒΑΔ ΔΑΓ 90  
 
Το τρίγωνο λοιπόν ΑΕΓ είναι ορθογώνιο στο Ε και επειδή η ΕΜ είναι η διάμεσος προς την 
υποτείνουσα, θα είναι: 

ΑΓΕΜ ΜΑ
2
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Άρα το τρίγωνο ΜΑΕ είναι ισοσκελές. 

β) Αφού ΑΓΕΜ ΜΓ
2

, το τρίγωνο  

ΜΕΓ  είναι ισοσκελές. Άρα: 
ˆ ˆ ˆΜΕΓ ΜΓΕ ΕΓΒ φ  

Από την ισότητα ˆ ˆΜΕΓ ΕΓΒ  προκύπτει 
ότι  ΕΜ // ΒΓ. 
 
4. Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ, με ˆ οΑ = 45  

και ˆ οΓ = 30 , φέρουμε τη διάμεσο 
ΑΜ. Να αποδειχθεί ότι ˆ οΜΑΒ = 30
. 

 
Λύση 

Φέρουμε ΒΝ ΑΓ.  Τότε:      ΒΓΒΝ ΒΜ
2

 

και έτσι το τρίγωνο ΒΜΝ είναι ισόπλευρο.  
 

Επειδή οΒ̂ 105  και οˆΝΒΜ 60 , είναι: 
ο ˆˆΑΒΝ 45 Α  

Άρα ΝΑ ΝΒ ΝΜ .  
 
Το τρίγωνο λοιπόν ΝΑΜ είναι ισοσκελές και επειδή: 

οˆˆ ˆΑΜΒ ΜΑΓ ΜΓΑ 30 y  
έχουμε: 
 o o o oˆNMB 60 y (30 y) 60 y 15  
Αφού  oˆMAΓ y 15   και  oÂ 45 , είναι oˆMAB 30 . 
 
3. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, με ˆ οΑ = 90 . Φέρνουμε το ύψος ΑΔ, τη διχοτόμο ΑΕ 

και τη διάμεσο ΑΜ. Να αποδειχθεί ότι ˆ ˆΕΑΔ = ΕΑΜ . 
 

Λύση 
Όταν σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο φέρουμε το ύψος ΑΔ προς την υποτείνουσα, τότε μια πολύ 

χρήσιμη παρατήρηση είναι ότι: 
 ˆΓ̂ ΔΑΒ   και  ˆΒ̂ ΔΑΓ  
Είναι λοιπόν ˆΓ̂ ΔΑΒ φ , οπότε: 

 οΑ̂ˆ ˆx ΕΑΒ ΔΑΒ φ 45 φ
2

    (1) 

 οΑ̂ˆ ˆ ˆ ˆy EAΓ ΜΑΓ ΜΑΓ 45 ΜΑΓ
2

   (2) 

Όμως, στο ορθογώνιο τρίγωνο, η διάμεσος ΑΜ προς την υποτείνουσα είναι ίση με το μισό 
της. Επομένως ΜΑ ΜΓ , οπότε ˆ ˆΜΑΓ Γ φ . 

Έτσι από τη σχέση (2) παίρνουμε ότι oy 45 φ     (3). 
Άρα οι σχέσεις (1) και (3) δίνουν x y , δηλαδή ˆ ˆEAΔ ΕΑΜ . 
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  Γ΄ Τάξη           Από το τρίγωνο στην τριγωνομετρία 
 

====================================================   Βασίλης Γ. Κουγιουμτσιάδης - Γιάννενα
 

Άσκηση 1η :  
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ , τα μήκη των πλευρών του οποίου είναι α 4 3 , β 4 2 , γ 2 6 2 2  

1.1. Να δείξετε ότι 2 3 1
3 1

 

1.2. Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου 
Λύση  

1.1. Για το 2
3 1

 έχουμε διαδοχικά πολλαπλασιάζοντας τον αριθμητή και τον παρονομαστή με 

το 3 1

2 2

2 3 1 2 3 1 2 3 1 22
3 13 1 3 1 3 1 3 1

3 1

2
3 1

1.2. Από τον νόμο των συνημιτόνων 2 2 2α β γ 2βγσυνΑ , λύνοντας ως προς συνΑ   έχουμε 

διαδοχικά: 

2 2 2
2 2 2 4 2 2 6 2 2 4 3β γ ασυνΑ

2βγ 2 4 2 2 6 2 2
 ή  

2 2 2 22 24 2 2 6 2 2 6 2 2 2 2 4 3
συνΑ

8 2 2 3 2 2 2
 ή  

2
16 2 24 8 12 8 16 3 32 24 8 4 3 8 48 16 16 3συνΑ

8 2 2 2 3 1 16 2 3 116 2 3 1
 

16
συνΑ

1 3

16 2 3 1

1 Α̂ 60
2

 

2 2 2
2 2 2 4 3 2 6 2 2 4 2α γ βσυνΒ

2αγ 2 4 3 2 6 2 2
 ή  

48 24 2 2 6 2 2 8 32 48 8 12συνΒ
2 4 3 2 2 3 1 16 3 2 3 1

 ή  

1648 8 2 3συνΒ
16 3 2 3 1

3 3

16

2
3 3

3 2 3 1 3 2 3 1
 

3
συνΒ

3 1

3 2 3 1

1 1 2 2 ˆσυν45 Β 45
22 2 2
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Επομένως αφού το άθροισμα των  (μέτρων ) των γωνιών κάθε τριγώνου ΑΒΓ είναι ίσο με 180 , 

θα έχουμε   ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΑ Β Γ 180 60 45 Γ 180 Γ 180 105 Γ 75  
Σημείωση: Από εδώ μπορούμε να υπολογίσουμε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας 

75 , ως εξής 

2 2 2
2 2 2 4 3 4 2 2 6 2 2α β γσυνΓ

2αβ 2 4 3 4 2
 

48 32 24 2 2 6 2 2 8 80 32 16 3 48 16 3συν75
2 4 3 4 2 32 3 2 32 3 2

 

16 3 3 16
συν75

32 3 2

3 3 1

16 2 3

2 3 13 1 6 2
42 2 2 2 22

 

Από την βασική τριγωνομετρική ταυτότητα έχουμε τώρα ότι 2 2ημ 75 συν 75 1 έτσι  
22

2 2
2

6 26 2ημ 75 1 συν 75 1 1
4 4

 ή  

2 2
2 6 2 6 2 2 16 8 2 6 28 2 6 2ημ 75 1 1

16 16 16
 

2 16 8 2 6 2 8 2 6 2 6 2 6 2 2ημ 75
16 16 16

 

2 2 2
2

2
6 2 6 2 2 6 2

ημ 75
16 4

 

2 2
2 26 2 6 2 6 2ημ 75 ημ 75 ημ75

4 4 4
 

όμως 6 2ημ75 0 ημ75
4

 

6 2
ημ75 4εφ75
συν75 6 2

4

26 2
6 2

3 1

2

3 1 3 1

3 1 3 13 1
 

2

2 2

3 1 2 2 33 2 3 1 4 2 3εφ75 2 3
3 1 2 23 1

 

Άσκηση 2η  
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, και  τα μήκη των πλευρών του οποίου είναι  
α 2, β 2 ,  και γ 3 1 
2.1. Να βρείτε το συνΑ και τη γωνία Α̂ ,  
2.2. Να βρείτε το συνΒ και τη γωνία Β̂  και στη συνέχεια την γωνία Γ̂  του τριγώνου. 
2.3. Να βρείτε το συν75  και το συν105  
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Λύση  
2.1. Από τον νόμο των συνημιτόνων 2 2 2α β γ 2βγσυνΑ , λύνοντας ως προς συνΑ   έχουμε 

διαδοχικά:

2 2 22 2 2 2 3 1 2β γ ασυνΑ
2βγ 2 2 3 1

 ή  

2 22 3 2 3 1 1 4 2 3 2 3 1 4 2 2 3συνΑ
2 2 3 1 2 2 3 1 2 2 3 1

 ή  

2
συνΑ

1 3

2 2 3 1

1 ˆσυν45 Α 45
2

 

Όμοια για την γωνία Β̂  
2 22 22 2 2 22 3 1 2α γ β 4 3 2 3 1 1 2συνΒ

2αγ 2 2 3 1 2 2 3 1
 ή  

24 3 2 3 1 2 6 2 3συνΒ
2 2 3 1 2 2 3 1

3 3

2

2 3 3 13 3
2 3 1 2 3 1 2 3 1

 ή  

3 ˆσυνΒ συν30 Β 30
2

.  

Επομένως αφού το άθροισμα των  (μέτρων ) των γωνιών κάθε τριγώνου ΑΒΓ είναι ίσο με 180 , 

θα έχουμε ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΑ Β Γ 180 45 30 Γ 180 Γ 180 75 Γ 105  
Σημείωση: Από εδώ μπορούμε να υπολογίσουμε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας 

105 , ως εξής  

2 22 222 2 2 4 2 3 2 3 1 12 2 3 1α β γσυνΓ
2αβ 2 2 2 2 2 2

 

26 3 2 3 1 6 4 2 3 2 2 3συν105
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 3

2
1 3

2 2 2 2
 

1 3 2 2 6συν105
42 2 2

 

(Σχόλιο: Είναι προφανές ότι οι γωνίες 75 105 180 , άρα θα έχουν αντίθετα συνημίτονα , 

έτσι είχαμε βρει στην προηγούμενη άσκηση ότι 6 2συν75
4

 και τώρα βρήκαμε 

2 6συν105
4

. Στη συνέχεια όπως και στην προηγούμενη από την βασική 

τριγωνομετρική ταυτότητα  μπορούμε να υπολογίσουμε το ημ105  
2 2 2 2ημ 105 συν 105 1 ημ 105 1 συν 105   ή  
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Γνωρίζουμε από τη Θεωρία ότι οι παραπληρωματικές γωνίες έχουν το ίδιο ημίτονο  

έτσι 6 2 6 275 105 180 ημ105 ημ75 ημ105
4 4

 

και στη συνέχεια από την γνωστή σχέση  
6 2

ημ105 4εφ105
συν105 2 6

4

26 2
2 6

3 1

2

3 1 3 1

1 3 1 31 3
 

2

22

3 1 2 2 33 2 3 1 4 2 3εφ105 2 3
1 3 2 21 3

 

Άσκηση 3η  
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ για το οποίο ισχύει ότι: Α̂ 75 , Β̂ 45  ενώ γ 2 6 . Αν επιπλέον 

δίνεται ότι: 2 6ημ75
4

 

3.1. Να βρείτε τη γωνία Γ̂  του τριγώνου. 
3.2. Να βρείτε τις πλευρές α και β_ τα μήκη των πλευρών_ του τριγώνου. 
3.3. Να βρείτε την ακτίνα R του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου. 
3.4. Να βρείτε το μήκος του ύψους AΔ του τριγώνου καθώς και τα μήκη των ΓΔ, ΒΔ 
3.5.  Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ. 

Λύση  
3.1. Αφού το άθροισμα των  (μέτρων ) των γωνιών κάθε τριγώνου ΑΒΓ είναι ίσο με 180 , θα 

έχουμε ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΑ Β Γ 180 75 45 Γ 180 Γ 180 120 Γ 60  

3.2. Από τον Νόμο των ημιτόνων έχουμε  α β γ
ημΑ ημΒ ημΓ

.Έτσι  α β γ
ημ75 ημ45 ημ60

  

Επομένως 4 2 3γ β 2 6 β
3 2ημ60 ημ45

2 2
3

2 β 2 β 4 2 β 4
2

 

4γ α 2 6 α
3 2 6ημ60 ημ75

2 4

2 3
3

4 α α2 α 2 2 2 3
2 6 2 6

 

α 2 2 3  
3.3. Αν θεωρήσουμε τον περιγεγραμμένο κύκλο (Ο,R) του 
τυχαίου τριγώνου ABΓ και φέρουμε την διάμετρο του, ΒΔ, 
τότε προφανώς η γωνίες ˆ ˆΑ ΒΑΓ Δ ΒΔΓ  αφού είναι 
εγγεγραμμένες στον κύκλο (Ο,R) οι οποίες βαίνουν 
(αντιστοιχούν) στο ίδιο τόξο ΒΓ . Όμως το τρίγωνο ΔΒΓ 
είναι ορθογώνιο στο Γ̂ 90  αφού η γωνία Γ̂ ΒΓΔ  είναι 
εγγεγραμμένη στον κύκλο η οποία βαίνει στο ημικύκλιο 
ΒΑΔ , επομένως  
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απεναντι καθετη ΒΓ αημΑ ημΔ
υποτεινουσα ΒΔ 2R

  

επομένως αημΑ
2R

 ή α 2R
ημΑ

 

Επομένως ο νόμος των ημιτόνων (συμπληρώνεται) ως εξής  
α β γ 2R

ημΑ ημΒ ημΓ
, όπου R του 

περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου. Έτσι 

 

α β γ 2R
ημ75 ημ45 ημ60

2 2R 2 36 R
3

2

2
3

R 2 2
 

3.4. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ 
Δ̂ 90  , Γ̂ 60  και αναγκαστικά 1Α̂ 30 επομένως  

ΑΔ ΑΔ 3 ΑΔημΓ ημ60
ΑΓ 4 2 4

3ΑΔ 4 ΑΔ 2 3
2

 

1
ΓΔ ΓΔ 1 ΓΔ 1ημΑ ημ30 ΓΔ 4 ΓΔ 2
ΑΓ 4 2 4 2

 

Προφανώς το τρίγωνο ΑΔΒ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. Άρα ΑΔ ΒΔ 2 3  

3.5.  1 1Ε ΑΒΓ ΒΓ ΑΔ 2 2 3 2 3
2 2

, Ε 1 3 2 3 2 3 6 2 3 3 τ.μ.  

Άσκηση 4η  
Δίνεται τρίγωνο ABΓ, για τα μήκη των πλευρών του οποίου ισχύουν ταυτόχρονα οι 
παρακάτω σχέσεις: 2 β 2γ 2 , 6 β 3 3 1 γ 0 , και α β 6 2  

όπου α ΒΓ ΒΓ , β ΑΓ ΑΓ  και γ ΑΒ ΑΒ . Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και  

4.1.Να δείξετε ότι 2 3 1
3 1

 

4.2. Να λύσετε το σύστημα: 2 β 2 γ 2

6 β 3 3 1 γ 0
 και να βρείτε τα μήκη των πλευρών 

β και γ του τριγώνου.  
4.3. Αν γ 3 1 και β 6  να δείξετε ότι α 2  
4.4. Στη συνέχεια να βρείτε το συνΑ  και τη γωνία Α̂ , το συνΒ  και τη γωνία Β̂  και τη 
γωνία Γ̂  του τριγώνου. 
4.5. Να βρείτε το συν75  και το συν105  

Λύση  

4.1. Έχει γίνει στο 1.1. 2 3 1
3 1
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4.2. Με τη μέθοδο των αντιθέτων συντελεστών  
 

6 β 2 3 γ 2 3

6 β 3 3 1 γ 02 β 2 γ 2 6 β 2 3 γ 2 33 ή ή ή
6 β 3 3 1 γ 0 0 β 2 3 γ 3 3 1 γ 01

0 β 2 3 γ 3 3 1 γ 0

6 β 2 3 γ 2 3 6 β 2 3 γ 2 3
ή

2 3 3 3 3 γ 2 3 3 3 γ 2 3
ή

2
6 β 2 3 γ 2 3 6 β 2 3 γ 2 3

ή
3 3 γ 2 3 3 3 1 γ 2 3

ή  

6 β 2 3 γ 2 36 β 2 3 γ 2 3
ή ή2γ 3 13 1 γ 2

3 1

 

6 β 2 3 3 1 2 3 6 β 6 2 3
ή2γ 3 1

3 1

2 3 β 66 β 6
ή ή2γ 3 1 γ 3 1 γ 3 13 1

 

4.4. Έχουμε από υπόθεση ότι α β 6 2  και β 6  άρα α 2  
α 2 , β 6  και  γ 3 1 

2 2 22 2 2 6 3 1 2β γ α 6 4συνΑ
2βγ 2 6 3 1

2 3 4
2 6 3 1

 

2
συνΑ

3 3

2

3

3 2 3 1

3 1

3 2 3 1

1
2

 

2συνΑ συν45 Α 45
2

 

Όμοια για την γωνία Β̂  
2 22 22 2 2 22 3 1 6α γ β 4 3 2 3 1 1 6συνΒ

2αγ 2 2 3 1 2 2 3 1
 ή  

24 3 2 3 1 6 2 2 3συνΒ
2 2 3 1 2 2 3 1

1 3

2 2 3 1

1
2

 ή 1 ˆσυνΒ συν60 Β 60
2

. 

Επομένως αφού το άθροισμα των (μέτρων) των γωνιών κάθε τριγώνου ΑΒΓ  είναι ίσο με 180 , 

θα έχουμε  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΑ Β Γ 180 45 60 Γ 180 Γ 180 105 Γ 75  

4.5. Το συν75  και το συν105 , έχουν βρεθεί στα προηγούμενα.  
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