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Αγαπητοί φίλοι,
μαθητές και συνάδελφοι,

... ναπούμε
κάθετικαλό

ότι προσπαθούμε ...σε
ότι ονειρευόμαστε ...σε

με θετικές σκέψεις...
και ελπίδες ...

Καλή

σχολική χρονιά

Υ.Γ. Σας ευχαριστούμε πολύ και από αυτή τη θέση, για τις πολλές εργασίες που

λάβαμε. Προσπαθήσαμε να αξιοποιήσαμε τις . Σε επόμενα τεύχηπερισσότερες

θα δημοσιευτούν και οι υπόλοιπες. Τα πολλά , της έκδοσης, έκαναναπρόοπτα

την αυτή να φαίνεται όλο και πιο …προσπάθεια δύσκολη

Σας ευχαριστούμε για την και να είστε πάντα καλά.κατανόηση

H ó íôá òεπιτροπή ύ ξη

του περιοδικού

2026 [2000+20+2=
2
+2]=2.1013

Ο Daniel Shechtman, Nobel Χημείας
2011, ανακα�λυψε πως τα α�τομα των
ημι - κρυστα�λλων κατανε�μονται σε
μωσαϊκά σχέδια των οποι�ων το
μ ο τ ι�β ο δ ε ν ε π α ν α λ α μ β α�ν ε τ α ι

συμμετρικα� ενω� σε ο�λη τους την,
ε�κταση ακολουθου�ν μαθηματικου�ς,
κανο�νες. (χαρακτηριστικο�σχη�μα)
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Τάξη: Γ΄ Όριο – Συνέχεια Συνάρτησης   Κωνσταντίνος Γκούλης – Παράρτημα ΕΜΕ Πιερίας  Άσκηση 1η  Δίνονται οι συναρτήσεις xe xh x e e x 1 x( ) ,  και g x x x 0( ) ln ,  α.  Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση h g . Έστω xf x h g x e x x 1 x 0( ) ( )( ) ln , . β. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι αντιστρέψιμη και να βρείτε το πεδίο ορισμού της  1f   γ.   Να λύσετε στο 0( , )  την εξίσωση:  2 23x 5 2x 6x 2 2 2e e 2x 6x 3x 5 x 6x 5ln( ) ln( )δ.   Να αποδείξετε ότι για κάθε x 1 είναι f x 0( )   Λύύση  α.  
 h g g hD x D g x D/ ( )  x 0 x 0/ ln ,R  
 

xe xf x h g x h g x e e x 1ln ln( ) ( )( ) ( ) lnxe x x 1ln  β.  Για κάθε 1 2x x 0, ( , )  με 1 2x x  έχουμε:  
1 2x x

1 2 1 21 2
e ex x x xx 1 x 1 ( )ln ln

1 2x x1 1 2 2e x x 1 e x x 1ln ln
1 2f x f x( ) ( )  άρα η συνάρτηση f  είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα 0( , ) , οπότε είναι και 1 1 , δηλαδή αντιστρέφεται. Το πεδίο ορισμού της 1f  είναι το σύνολο τιμών της f . Η f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο 0( , ) , άρα έχει σύνολο τιμών το  

xx 0f 0 f x f x( , ) lim ( ), lim ( )  Είναι:   xx 0 x 0f x e x x 1lim ( ) lim ln , αφού  x 0x 0 e e 1lim  και  x 0 xlim ln .   xx xf x e x x 1lim ( ) lim ln , αφού xx x xe x xlim lim ln lim . Άρα f 0( , ) ( , )  Επομένως το πεδίο ορισμού της 1f  είναι το . 

γ.  Έχουμε: 2 23x 5 2 2x 6x 2 2e 3x 5 e 2x 6x x 6x 5ln( ) ln( )2
2
3x 5 2 2

2x 6x 2 2e 3x 5 3x 5 1e 2x 6x 2x 6x 1ln( ) ( )ln( ) ( )  
f 1 12 2 2 2f 2x 6x f 3x 5 3x 5 2x 6x:( ) ( )  2x 6x 5 0 x 1 ή x 5 δ.  Για κάθε x 1  έχουμε: xe 0 x 0 και x 1 0, ln  Άρα xf x e x x 1 0( ) ln . Άσκηση 2η  Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f :  για την οποία ισχύουν  

2x 0 x f x ημx 0x x( )lim  και 2f x 2x f x 1( ) ( ) . Nα αποδείξετε ότι:  α.  f 0 1( ) .  β.  Η f  έχει τύπο 2f x x x 1 x( ) , .  γ.  f x 0( ) , για κάθε x .  δ.  Η εξίσωση 22f x x 1 0x 2x( ) ln( ) , έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο διάστημα 0 2( , ) .  Λύση  α.  Θεωρούμε τη συνάρτηση    
2x f x ημxg x x x( )( ) , x 0  και έχουμε: x 0 g x 0lim ( )  και  2x x g x xf x ημx( ) ( ) ( )  2x x g x ημxf x x( ) ( )( ) x x 1 g x ημxf x x( ) ( )( )  x x 1 ημxf x g xx x( )( ) ( )  ημxf x x 1 g x x( ) ( ) ( )  Η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο , άρα και στο 0x 0 , οπότε:  

x 0 x 0 ημxf 0 f x x 1 g x x( ) lim ( ) lim ( ) ( )  
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x 0 x 0 x 0 ημxx 1 g x xlim( ) lim ( ) lim  1 0 1 1 . β.   Είναι: 2 2 2 2f x 2xf x 1 f x 2x f x x x 1( ) ( ) ( ) ( )  2 2f x x x 1( )  2 2 2f x x x 1 f x x x 1( ) ( ) . Θεωρούμε τη συνάρτηση h x f x x x( ) ( ) ,  η οποία είναι συνεχής στο  ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων.  Επιπλέον,   h 0 f 0 0 h 0 1( ) ( ) ( )  και 2h x x 1( )   ((1) Ισχύει: 2x 1 0 h x 0 h x 0( ) ( )  Άρα η h  διατηρεί πρόσημο στο . Είναι h 0 1 0( ) , οπότε h x 0( )  για κάθε x . Συνεπώς h x h x f x x( ) ( ) ( ) .  Άρα από τη σχέση ((1) προκύπτει ότι: 2 2f x x x 1 f x x x 1 x( ) ( ) ,   γ.   11ος τρόπος: Έστω ότι υπάρχει 0x  ώστε 
0f x 0( ) , οπότε  2 0 0 0 0f x 2x f x 1 0 2x 0 1 0 1( ) ( ) , άτοπο. Άρα f x 0( )  για κάθε x . Επομένως η f  διατηρεί σταθερό πρόσημο στο . Είναι f 0 1 0( ) , οπότε f x 0( )  για κάθε x .  2ος τρόπος: Για κάθε x  ισχύει  2 2 2 2 2x 1 x x 1 x x 1 x x . Άρα για κάθε x  ισχύει  2 2x 1 x x x 1 0 f x 0( )   δ.   Θεωρούμε τη συνάρτηση  2 2w x x 2 f x x x 1 x( ) ( ) ( ) ln( ) ,  Αρκεί να αποδείξουμε ότι η w x 0( )  έχει ρίζα στο διάστημα 0 2( , ) .  H w  είναι συνεχής στο , άρα και στο διάστημα 0 2[ , ] , ως αποτέλεσμα πράξεων μεταξύ συνεχών συναρτήσεων.   Επιπλέον,  w 0 2 f 0 0 1 2 1 2 0( ) ( ) ln ( )  w 2 2 2 f 2 4 5 4 5 0( ) ( ) ( ) ln ln  οπότε w 0 w 2 0( ) ( )  

Άρα σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano η εξίσωση w x 0( )  έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο διάστημα 0 2( , ) .  Άσκηση 3η  Δίνονται οι συναρτήσεις  2f x 2 xx( ) ,   και  g x 3 x x 0( ) ln , .  α.   Να αποδείξετε ότι η f  αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση, 1f .  β.   Να ορίσετε τη συνάρτηση 1w g f .  Έστω 2w x 3 x 2x 2( ) ln , ( , ) .  γ.   Να μελετήσετε την w  ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της. δ.  Να ορίσετε τη συνάρτηση h g f  και να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημό της.   Λύύση  α.   Έστω  1 2x x,  με 1 2f x f x( ) ( ) . Ισχύει:  
1 2 1 21 2 1 2

2 2 2 2f x f x 2 2 x xx x x x( ) ( )  

Άρα η f είναι «1-1» Για κάθε x , θεωρούμε την εξίσωση 2 2 1 y 2y f x y 2 y 2x x x 2( ) . Με  y 2 0 y 2  έχουμε:  1 y 2 2x 0x 2 y 2 . Άρα 1 2f y y 2y 2( ) ,   ή   
1 2f x x 2x 2( ) , .  β.   

 1 1w gfD x D f x D/ ( )2x 2 0 2x 2/ ,  
 1 1w x g f x w x g f x( ) ( ) ( ) ( )  2w x 3 x 2x 2( ) ln ,  γ.   Έστω 1 2x x 2, ( , )  με 1 2x x . Ισχύει:  

1 2 1 2 1 2
1 1x x x 2 x 2 x 2 x 2

1 21 2
2 2 w x w xx 2 x 2 ( ) ( ) . 
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Άρα η w  είναι γνησίως φθίνουσα στο πεδίο ορισμού της.  Η w  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο πεδίο ορισμού της, οπότε το σύνολο τιμών της είναι το: 
x x 2w 2 w x w x( , ) lim ( ), lim ( ) . 

  Για το x x 2w x 3 x 2lim ( ) lim ln ,  
θέτουμε 2u x 2  και έχουμε:  

0 x x 2u u 0x 2lim lim  Άρα  x u 0w x 3 ulim ( ) lim ln    Για το x 2 x 2 2w x 3 x 2lim ( ) lim ln , θέτουμε 2h x 2  και έχουμε: 
0 x 2 x 2 2h h x 2lim lim  Άρα  hx 2 w x 3 hlim ( ) lim ln  Επομένως  το σύνολο τιμών της w  είναι το  w 2( , ) ( , )   δ. Το πεδίο ορισμού της h  είναι το  

h g fA A A 0 0( , ) ( , )  Ο τύπος της h  είναι : 2h x g f x g x f x 3 x 2 x 0x( ) ( )( ) ( ) ( ) ln ,  Παρατηρούμε ότι  2h 1 3 1 2 0 2 2 01( ) ln  Άρα η εξίσωση h x 0( )  έχει ρίζα την x 1 . Για κάθε 1 2x x 0, ( , )  με 1 2x x  έχουμε:  
1 2 1 21 2 1 2 1 2

x x 3 x 3 x1 1 2 2x x x x x xln ln ln ln  
1 21 2

2 23 x 3 xx xln ln
1 2 1 21 2

2 23 x 2 3 x 2 h x h xx xln ln ( ) ( )   Επομένως  η h  είναι γνησίως αύξουσα, συνεπώς είναι και 1 1 , άρα η ρίζα x 1  είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης h x 0( ) .  

Για το πρόσημο έχουμε:   αν 0 x 1 , τότε h x h 1 h x 0( ) ( ) ( )    αν x 1 , τότε h x h 1 h x 0( ) ( ) ( ) .  Άσκηση 4η  Δίνεται η συνάρτηση f :  με τύπο:  x xx x2α βf x α 2β( )  με 0 α 1 0 β 1 και α β, . α.   Να υπολογίσετε το όριο: x flim (x) .  β.   Να υπολογίσετε το όριο: x flim (x) .  γ. Να δείξετε ότι η εξίσωση 2026f x 2x( )  έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο διάστημα 0 1( , ) .  δ.  Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα στο .  Λύύση  α.  Είναι: α0 α β 0 1β , οπότε  x
x α 0βlim  και 

x
x xx x xx x x

α2 1β2α βf α 2β α 2βlim (x) lim lim  
2 0 1 10 2 2  β.  Ισχύει: α 0 ββ α 1α    οπότε x

x β 0αlim  και 
xx xx x xx x x

β22α β 2 0αf 21 0α 2β β1 2 αlim (x) lim lim
γ.   Η εξίσωση 2026f x 2x( )  γράφεται: x x 2026x x2α β 2x 0α 2β  Θεωρούμε τη συνάρτηση  x x 2026x x2α βg x 2x xα 2β( ) ,  Αρκεί να δείξουμε ότι η εξίσωση g x 0( )  έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο διάστημα 0 1( , ) .  Η g είναι συνεχής στο 0 1[ , ]  ως αποτέλεσμα πράξεων μεταξύ συνεχών συναρτήσεων και  
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2 1 1g 0 0 1 01 2 1( )  2α β 2α β 2α 4β 3βg 1 2 0α 2β α 2β α 2β( )  οπότε g 0 g 1 0( ) ( ) .  Άρα σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano η εξίσωση g x 0( )  έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο διάστημα 0 1( , ) .  δ.  Είναι: x x x x x xx x x x x x2α β 2α 4β 3β 3βf x 2α 2β α 2β α 2β( )  
xxx x xx x
β3 3β2 2α β α2 2β β β , με α0 1β . 

Έστω  1 2x x, με 1 2x x . Ισχύει:  
1 2 1 2x x x x1 2 α α α αx x 2 2β β β β  

1 2 1 2x x x x1 1 3 3α α α α2 2 2 2β β β β  
1 2 1 2x x3 32 2 f x f xα α2 2β β ( ) ( )  

Επομένως η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο ℝ.  Άσκηση 5η  Δίνεται η συνάρτηση f :  με τύπο 3 xf x x x 2 e( ) . α.  Να δείξετε ότι η f  είναι συνάρτηση ૚ − ૚.  β.  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της αντίστροφης συνάρτησης 1f  της f.  γ.  Να λύσετε την εξίσωση 1f x 0( ) .  δ.  Να υπολογίσετε το όριο:  x 2
x 3 e 1 3xημ x 3f(x)lim

( )
 Λύύση  α.   Έστω 1 2x x,  με 1 2x x . Ισχύει:  

1 2

3 31 21 2 1 2x x
x xx x x 2 x 2e e  

1 2x x3 31 1 2 2 1 2x x 2 e x x 2 e f x f x( ) ( )  Επομένως η f είναι γνησίως αύξουσα στο , συνεπώς και “1-1”.  

β.   Το πεδίο ορισμού της 1f  είναι το σύνολο τιμών της f.  Η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο , οπότε έχει σύνολο τιμών το  
x xf f f( ) lim (x), lim (x) ( , )  διότι: 

  3 3x xx 2lim (x ) limx  και xx e 0lim , άρα x flim (x)  
  3 3x xx 2lim (x ) limx  και xx elim  άρα x flim (x)     Άρα το πεδίο ορισμού της 1f  είναι το f( )   γ.   Το 1f x( )  και το 0 ανήκουν στο πεδίο ορισμού της f, οπότε  f 1 11 1f x 0 f f x f 0 x 2 1 x 1( ) ( ( )) ( )δ.  Είναι: x 2 3 x x 2
x 3 x 3e 1 3x x x 2 e e 1 3xημ x 3 ημ x 3f(x)lim lim( ) ( )3 2 2

x 3 x 3x 3x x 3 x 3 x 1ημ x 3 ημ x 3( )( )lim lim( ) ( )  
2

x 3 x 1 9 1 10ημ x 3 1x 3lim ( )  
διότι x 3 ux 3 u 0 u 0ημ x 3 ημu 1x 3 u( )lim lim   Άσκηση 6η  Έστω η συνεχής συνάρτηση f : για την οποία ισχύουν οι σχέσεις: f x ημx 3x( ) , για κάθε x   και x 0 f xx( )lim ,    α.  Να δείξετε ότι 2 .  β.  Να δείξετε ότι f 0 0( ) .  γ.  Να δείξετε ότι x flim (x)  δ.  Να δείξετε ότι η εξίσωση xf x ημx e( )  έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο διάστημα 0 1( , ) . Λύύση  α.  Είναι:  

x 0 x 0 x 0f x f x f xx x x( ) ( ) ( )lim lim lim  
 Για x 0  έχουμε  f x ημxf x ημx 3x 3x x( )( )  Άρα x 0 x 0f x ημx 3 1 3 2x x( )lim lim  
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 Για x 0  έχουμε  f x ημxf x ημx 3x 3x x( )( )  Άρα x 0 x 0f x ημx 3 1 3 2x x( )lim lim  Επομένως 2 .  β.  Θεωρούμε τη συνάρτηση f xg x x 0x( )( ) ,   και έχουμε x 0 g xlim ( )  και f x xg x( ) ( ) . Η f είναι συνεχής στο ox 0 , οπότε: 
x 0 x 0f 0 f x x g x 0 0( ) lim ( ) lim ( )   Άρα f 0 0( ) . γ.   Για κάθε x ισχύει: f x ημx 3x 1 3x( )  και x 1 3lim( x)  οπότε x flim (x)  δ.  Είναι: x xf x ημx e f x ημx e 0( ) ( ) . Θεωρούμε τη συνάρτηση xh x f x ημx e x( ) ( ) ,  Αρκεί να δείξουμε ότι η εξίσωση h x 0( ) , έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο 0 1( , )  Η h  είναι συνεχής στο  ως πράξεις μεταξύ συνεχών συναρτήσεων, άρα και στο διάστημα 0 1[ , ] . Επίσης,  

 0h 0 f 0 ημ0 e 1 1 0( ) ( )   
 h 1 f 1 ημ1 e 0( ) ( )  διότι:  f 1 ημ1 3 f 1 ημ1 3 f 1 ημ1 e 0( ) ( ) ( )οπότε h 0 h 1 0( ) ( ) .  Άρα σύμφωνα με το θεώρημα του Bolzano η εξίσωση h x 0( )  έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο διάστημα 0 1( , ) . Άσκηση 7η  Έστω η συνεχής και γνησίως μονότονη συνάρτηση f : ,  για την οποία, για κάθε x  ισχύουν οι σχέσεις: f x 0( ) , xef x f f x 4( ) ln( ( ))  Επιπλέον ισχύουν  

2x 1 x 2x 1f(x)lim  και xx f 0e(x)lim ,  α.  Να δείξετε ότι η f  είναι γνησίως αύξουσα στο .  β.  Να δείξετε ότι f 1 1( )  και x flim (x) .  γ.  Να υπολογίσετε τον αριθμό .  δ.  Να δείξετε ότι η εξίσωση xf x 5 e( )  έχει ακριβώς μια πραγματική ρίζα ox , η οποία ανήκει στο διάστημα 1( , ) . 

Λύύση  α.  Ισχύει: xef f x f x 4ln( ( )) ( )  Η f είναι γνησίως μονότονη στο , οπότε ας υποθέτουμε ότι  είναι γνησίως φθίνουσα στο  Για κάθε 1 2x x,  με 1 2x x  ισχύει: 
1 2 1 2x x f x f x( ) ( ) 1 21 2f x f xf x f xln ( ) ln ( )( ) ( )

1 21 2f f x f f xf x f xln ( ) ln ( )( ) ( )  
1 1 2 2f f x f x f f x f xln( ( )) ( ) ln( ( )) ( )  

1 2 1 2x x x x 1 2e e e e x x4 4  που είναι αδύνατο, αφού 1 2x x .  Καταλήξαμε σε άτοπο, οπότε η f αφού είναι γνησίως μονότονη θα είναι γνησίως αύξουσα στο   β.  Με x  κοντά στο 1 θεωρούμε τη συνάρτηση:   
2f x xh x x 1( )( )  και έχουμε: 

x 1 h x 2lim ( )  και 2f x x 1 h x x( ) ( ) ( )  Η f είναι συνεχής στο ox 1 , άρα 2x 1 x 1f 1 x 1 h x x 0 1 1( ) limf(x) lim[( ) ( ) ]  Με x 0  θεωρούμε τη συνάρτηση:  
xf xw x e( )( )  και έχουμε xx w και f x e w xlim (x) ( ) ( )  οπότε  xx xf e w xlim (x) lim[ ( )]  γ.  Είναι: 

x xf f x f x 14e eln( ( )) ( )  οπότε 
x xx f f x f x 14e eln( ( )) ( )lim  

x xx f f x f x f x 1f x 4e eln( ( )) ( ) ( )lim ( )  
Για τον υπολογισμό του ορίου x f f xf xln( ( ))lim ( )  θέτουμε uu f x f x eln( ( )) ( )  και έχουμε 

x xu flim lim ln( (x))  
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Άρα  
ux uf f x f uf x eln( ( )) ( )lim lim( )  οπότε 

x xx f f x f x f x 1f x 4e eln( ( )) ( ) ( )lim ( )  
21 12 1 04 2( )�  δ. Θεωρούμε τη συνάρτηση xg x f x e 5 x( ) ( ) ,  Αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει μοναδικό ox 1  τέτοιο, ώστε og x 0( ) .  Έστω 1 2x x,  με 1 2x x . Ισχύει: 

1 2x x1 2 1 2x x f x f x  και e e( ) ( )  
1 2x x1 2 1 2f x e f x e g x 5 g x 5( ) ( ) ( ) ( )  

1 2g x g x( ) ( )  Άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο , οπότε είναι και 1 − 1.  Η g είναι συνεχής στο , άρα xx 1 x 1g 1 g f x e 5 1 e 5 e 4( ) lim (x) lim[ ( ) ]  και  xx xg f x e 5lim (x) lim[ ( ) ]  Η g  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστημα 1( , ) , οπότε έχει σύνολο τιμών στο διάστημα αυτό το 
x 1 xg 1 g g e 4( , ) lim (x), lim (x) ( , )  O αριθμός 0 περιέχεται στο g 1( , ) ,  άρα υπάρχει ox 1τέτοιο, ώστε og x 0( ) .  Η g  είναι “1-1” στο , οπότε το ox  είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης g x 0( ) .  Άσκηση 8η  Έστω συνεχής συνάρτηση f :  με σύνολο τιμών το f( )  και για την οποία ισχύει η σχέση: 3f x f x x 1( ) ( ) , για κάθε x . α. Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και η αντίστροφη συνάρτηση της f είναι η συνάρτηση  1 3f x x x 1 x( ) , . β.   Να δείξετε ότι οι συναρτήσεις 1f  και f είναι γνησίως αύξουσες στο .  γ.   Να λύσετε την ανίσωση 2026f x 1( ) . δ.   Να υπολογίσετε το όριο: 1x 0 ημ2026xf x 1lim

( )
  

ε. Να βρείτε το όριο 12x fαx x 1(x)lim για τις διάφορες τιμές του πραγματικού αριθμού α.  στ. Να δείξετε ότι η εξίσωση f x 1 2x( )  έχει ακριβώς μια πραγματική ρίζα, η οποία ανήκει στο διάστημα 1 1( , ) .  Λύύση  α. Έστω 1 2x x,  με 1 2f x f x( ) ( ) . Ισχύει:3 31 21 2 1 2f x f xf x f x f x f x( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )3 31 1 2 2f x f x f x f x( ) ( ) ( ) ( )  
1 2 1 2x 1 x 1 x x  Άρα η f είναι συνάρτηση “1-1”, δηλαδή αντιστρέφεται. Για κάθε x y,  ισχύει η ισοδυναμία: 1y f x x f y( ) ( ) . Επομένως από τη δοσμένη ισότητα παίρνουμε:  3 1 1 1f f y f f y f y 1( ( )) ( ( )) ( )  3 1y y f y 1( )  οπότε  1 3f x x x 1 x( ) ,  β.   Έστω 1 2x x,   με 1 2x x . Ισχύει:  

1 1
3 3 3 321 2 1 2 21 2x xx x x x x xx x  

1 1 1 11 2 1 2f x 1 f x 1 f x f x( ) ( ) ( ) ( )  Άρα η 1f  είναι γνησίως αύξουσα στο .  Έστω  1 2x x,   με 1 2x x . Ισχύει:  1 11 2 1 2 1 2x x f f x f f x f x f x( ( )) ( ( )) ( ) ( )  αφού η 1f  είναι γνησίως αύξουσα.  Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο .  γ.   Για κάθε x έχουμε:  f2026 1 2026 1 2026f x 1 f f x f 1 x 1( ) ( ( )) ( )<  x 1 1 x 1| |  δ.  Είναι: 
1 3 3x 0 x 0 x 0ημ2026x ημ2026x ημ2026xf x 1 x x 1 1 x xlim lim lim( )  

2 2x 0 x 0ημ2026x 1 ημ2026x 12026x 2026xx 1 x 1lim lim12026 1 20261  διότι  2026x ux 0 u 0 u 0ημ2026x ημu 12026x ulim lim   ε.  Κοντά στο  θεωρούμε τη συνάρτηση:  1 32 2f x x x 1w x αx x 1 αx x 1( )( )  
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και διακρίνουμε τις παρακάτω δυνατές περιπτώσεις   Αν α 0 , τότε 3x x 1w x x 1( )  οπότε 
3 3 2x x x xx x 1 xw xx 1 xlim (x) lim lim lim   Αν α 0 , τότε  3 32 2x x x xx x 1 x 1w xααx x 1 αxlim (x) lim lim lim  αν α 0αν α 0,,  στ. Είναι:  f x 1 2x f x 2x 1 0( ) ( )  Θεωρούμε τη συνάρτηση g x f x 2x 1 x( ) ( ) ,   Αρκεί να δείξουμε ότι η εξίσωση g x 0( )  έχει ακριβώς μια πραγματική ρίζα, η οποία βρίσκεται στο διάστημα 1 1( , ) . Για κάθε 1 2x x,   με 1 2x x  έχουμε  

1 2f x f x( ) ( )  και 1 22x 2x  οπότε 1 1 2 2 1 2f x 2x f x 2x g x 1 g x 1( ) ( ) ( ) ( )  
1 2g x g x( ) ( )  Άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο , οπότε είναι  και «1-1» .  Η g είναι συνεχής στο διάστημα 1 1[ , ]   ως άθροισμα  συνεχών συναρτήσεων και ισχύουν:  

 g 1 f 1 2 1 f 1 3( ) ( ) ( )  Η δοσμένη ισότητα με x 1  δίνει: 3 2f 1 f 1 1 1 f 1 f 1 1 0( ) ( ) ( ) ( )f 1 0( )  Άρα g 1 3 0( ) . Επιπλέον, g 1 f 1 2 1 f 1 1( ) ( ) ( )  Αν f 1 κ κ( ) , , τότε έχουμε: 1 11 1 1f κ 1 f κ f 1 κ 1( ) ( ) ( )  οπότε g 1 2 0( )  Συνεπώς, σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano η εξίσωση g x 0( )  έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο διάστημα 1 1( , ) . Επειδή η g είναι “1-1” στο   η ρίζα αυτή είναι μοναδική.  Άσκηση 9η  Έστω συνάρτηση f : με f( ) , για την οποία, για κάθε x  ισχύει η σχέση: 3 3f x f x x( ) ( )  α.  Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της.  

β.  Να δείξετε ότι η εξίσωση f x 0( )  έχει μοναδική ρίζα την οποία να βρείτε.  γ.  Nα δείξετε ότι για κάθε x 0 ισχύει f x x( )  δ.  Να δείξετε ότι 3x f 0x(x)lim  ε.  Να υπολογίσετε το όριο: 1
x f x(x)lim   στ. Αν ισχύει x f x(x)lim , , να βρείτε τον αριθμό .   Λύύση  α. Έστω  1 2x x, με 1 2f x f x( ) ( ) . Ισχύει  3 31 21 2 1 2f x f xf x f x f x f x( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )  

3 3 3 31 1 2 2 1 1 1 2f x f x f x f x x x x x( ) ( ) ( ) ( )   Άρα η f είναι “1-1” , οπότε αντιστρέφεται.  Για κάθε x y,  ισχύει η ισοδυναμία:  1y f x f y x( ) ( )  Από την δοσμένη ισότητα παίρνουμε: 3 1 1 1 3f f y f f y f y( ( )) ( ( )) ( ( ))  3 1 3y y f y( ( ))  
 Αν 3 2y y 0 y y 1 0 y 0( ) ,  τότε 1 3f y y y( )  
 Αν 3 2y y 0 y y 1 0 y 0( ) , τότε  1 33f y y y( ) ( )   Επομένως,   331 33y y y 0f y y y y 0,( ) ( ) ,  Άρα η αντίστροφη της ݂ είναι η συνάρτηση:  3 31 33x x x 0f x x x x 0,( ) ( ) ,  β.  Από τη δοσμένη ισότητα παίρνουμε: 32 3 2 xf x f x 1 x f x f x 1( )( ( ) ) ( ) ( ) ,  (1) αφού 2f x 1 0( )  για κάθε x . Επομένως  32 xf x 0 0 x 0f x 1( ) ( )  οπότε η εξίσωση f x 0( )  έχει μοναδική ρίζα τον αριθμό 0.  γ. Έχουμε:   3 33 f x x f x3 2 xx 0 x 0 0 f x 0f x 1 ( ) ( )( )( )  
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3 3 3 3x f x 0 f x x f x x( ) ( ) ( )  δδ.  Με x 0  έχουμε: 3x 0 f x 0 και f x x, ( ) ( )  οπότε 
3 2 3 2 2 3 2f x 1 f x 1 1 f x 10 x x x x x x x( ) ( ) ( )  

και 2 2x x1 10 0x xlim , lim . Άρα σύμφωνα με 
το κριτήριο της παρεμβολής είναι 3x f 0x(x)lim  ε.  Με x 0  έχουμε: 31 3f x x x( )  οπότε 31 3 33 3x x xf x x x x 1x x x(x)lim lim lim  στ.  Για x 0  από τη δοσμένη ισότητα  παίρνουμε:  3 33 3 3 3f x f x f x f x1 1x x x x( ) ( ) ( ) ( )  

3 3f x f x1x x( ) ( )  οπότε  3 33x xf f x1 1 0 1x x(x) ( )lim lim  Άσκηση 10η  Έστω η συνεχής συνάρτηση f :  για την οποία, για κάθε x  ισχύει 2 4 2f x 2f x συνx συν x 3συν x 4( ) ( )  και f 0 4( )  α.  Να αποδείξετε ότι η f διατηρεί πρόσημο στο , το οποίο να βρείτε.  β.  Να αποδείξετε ότι πf 22 .  γ.  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  h x f x συνx x( ) ( ) ,  διατηρεί πρόσημο στο .  δ.  Να αποδείξετε ότι  2f x συν x συνx 2 x( ) ,  ε.  Να υπολογίσετε το όριο:  22 2x f 7x ημx x(x)lim  Λύύση  α.   Έστω ότι υπάρχει ox  τέτοιο, ώστε  
of x 0( ) .  Από τη δοσμένη ισότητα για ox x   παίρνουμε:  2 4 2o o o o of x 2f x συνx συν x 3συν x 4( ) ( )  

4 2o oσυν x 3συν x 4 0  που είναι άτοπο αφού 4 2συν x 3συν x 4 0 για κάθε  x . Άρα f x 0( )  για κάθε  x .  Η f είναι συνεχής στο  και για κάθε x   είναι f x 0( ) , άρα η f διατηρεί πρόσημο στο .  Είναι: f 0 4 0( ) , οπότε f x 0( )  για κάθε x .  β.   Η δοσμένη ισότητα με πx 2  γράφεται: 
2 4 2π π π π πf 2f συν συν 3συν 42 2 2 2 2  

2 π πf 4 f 22 2   διότι f x 0( )  για κάθε x  γ.   Ισχύει: 2 2 4 2f x 2f x συνx συν x συν x 4συν x 4( ) ( )  2 2 2f x συνx συν x 2( ) ( )  2 2f x συνx συν x 2 h x συν x 2( ) | ( )|  όπου h x f x συνx( ) ( )  Η h είναι συνεχής στο  ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων.  Για κάθε x ισχύει  2συν x 2 0 , οπότε h x 0( ) . Άρα η h διατηρεί πρόσημο στο  και  h 0 f 0 συν0 4 1 3 0( ) ( )  οπότε h x 0( )  για κάθε x . δ.  Από το προηγούμενο ερώτημα προκύπτει ότι:  2 2h x συν x 2 f x συνx συν x 2( ) ( )  2f x συν x συνx 2 x( ) ,  ε.  Είναι: 22 2x f 7x ημx x(x)lim  
2 222 2x 2

7ημσυν x συνx 2 7 xx 7x x xlim  
2 22x 2

7ημσυνx συνx 1 2 x7 7x x x x xlim  
0 0 0 0 7 1 7  διότι όπως εύκολα προκύπτει  

x συν 0x xlim  και 2x 2
7ημ x 17xlim  
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«Η καρδιά των μαθηματικών είναι τα προβλήματα και οι λύσεις και  ο κύριος λόγος ύπαρξης του μαθηματικού είναι να λύνει προβλήματα».  Ρ. R. HALMOS Επιμέλεια:   ΝΙΚΟΣ  Θ.  ΑΝΤΩΝΟΠΟΥΛΟΣ – ΓΙΑΝΝΗΣ  Κ. ΛΟΥΡΙΔΆΣ  ΑΣΚΗΣΗ 461  (ΤΕΥΧΟΣ  139)  Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Ρ στο εσωτε-ρικό του. Οι ευθείες ΑΡ, ΒΡ, ΓΡ τέμνουν τις πλευ-ρές ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ στα σημεία Δ, Ε, Ζ αντίστοιχα. Αν τα τρίγωνα ΑΡΖ, ΒΡΔ και ΓΡΕ έχουν ίσα εμβαδά, να αποδείξετε ότι το Ρ είναι το κέντρο βάρους του τριγώνου.  Καρτσακλής Δημήτριος - Αγρίνιο  ΛΥΣΗ  (Χασάπης Γιώργος  – Ρόδος) 

 Αν θέσουμε S ΑΒΓ και  ΡΒΓ ΡΓΑ ΡΑΒu v wS S S, ,  τότε έχουμε: u v w 1.  Οι προεκτάσεις των ΑΡ ΒΡ, και ΓΡ τέμνουν τις πλευρές ΒΓ ΓΑ, και ΑΒ στα σημεία Δ Ε, και Ζαντίστοιχα. Ισχύει: ΡΑΒw ΒΔv ΡΓΑ ΔΓ και με πα-

ρόμοιο τρόπο u ΓΕw ΕΑ και v ΑΖu ΖΒ  

Τα τρίγωνα ΡΒΓ και ΑΒΓ έχουν την ΒΓ κοινή.  

Συνεπώς ΡΑ
ΡΒΓ υS υ  

Από την ομοιότητα τριγώνων ο λόγος ΡΑ
υυ ισού-

ται με ΡΔΑΔ Έτσι: ΡΒΓΡΔ uΑΔ S .  Ομοίως  ΡΕ vΒΕ και ΡΖ wΓΖ .  

Τώρα θα εκφράσουμε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΡΖ ως συνάρτηση του S. Είναι: vΑΖ ΑΖ SwvuΑΡΖ ΑΡΒ ΑΡΒ wS vΑΒ ΑΖ ΖΒ v u1u
Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε ότι  SuwΒΡΔ v w και SuvΓΡΕ u w  

Από την ισότητα ΑΡΖ ΒΡΔ ΓΡΕ προκύ-

πτει ότι wv uw uvv u v w u w  Έτσι, για τους θετικούς αριθμούς u, v, w έχουμε: wv uw uvv u v w u w και u v w 1.  

Από την wv uwv u v w  έχουμε  

2 2v u v vw vu u 0v u v w 22 2 uv u v 1 u v vu 0 v 1 2u  
Από την wv uvv u u w έχουμε  

2 2w u w uw uv u 0v u u w2 22 21 u v u 1 u v uv u 0 u u v 1222 uu u 11 2u  

Μετά από πράξεις και αφού παρατηρήσουμε (με το 

θεώρημα των ρητών ριζών) ότι το 13 είναι μια ρίζα 

της εξίσωσης που προκύπτει καταλήγουμε στην  
3 23u 1 u u 2u 1 0.  

Το πολυώνυμο 3 2u u 2u 1 έχει δύο αρνητικές 

ρίζες και μία ρίζα στο διάστημα 1 2, .  
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Αλλά 0 u 1 , άρα 1u 3 Είναι: 
2 2u 3 1v 21 2u 31 3 ,  οπότε

1 1 1w 1 u v 1 3 3 3  

Επομένως 1u v w 3 και συνεπώς το Ρ είναι το κέντρο βάρους του τριγώνου ΑΒΓ.  2η Λύση (συνοπτική παρουσίαση)  (Τασσόπουλος Γεώργιος – Αθήνα) 

 Ονομάζουμε Ε το καθένα από τα γραμμοσκια-σμένα εμβαδά και  
1 1 1 2 1 3ΟΒΓ Ε ΟΓΑ Ε ΟΑΒ Ε( ) , ( ) , ( )  Αρκεί να δείξουμε ότι 1 1

ΟΑ ΟΓ 2ΟΑ ΟΓ , διότι απ’ 
αυτή προκύπτει 1 1Α Γ ΑΓ/ /  και 1 1 ΑΓΑ Γ 2  οπότε τελικά τα 1 1Α Γ,  είναι μέσα των πλευρών.  Θέτουμε  

31 2 ΕΕ Εx y zΕ Ε Ε, ,  και από το Θ. Μενελάου στο 1AA B  με τέμνουσα την 1ΓΓ  έχουμε: 
1 1 1 2 11 1 2

ΓΑ Γ Β Ε Ε Ε ΕΟΑ 1 1ΟΑ ΓΒ Γ Α Ε Ε Ε Ε  
απ’ όπου προκύπτει ότι  2 1x x 1 y ,  ((α) Ομοίως από τα τρίγωνα 1 1ΒΒ Γ ΓΓ Α, με τέμνου-σες 1 1ΑΑ ΒΒ, αντίστοιχα, βρίσκουμε ότι  

2 1y y 1 z ,   ((β)  και 2 1z z 1 x ,  ((γ) Από τις (α), (β), (γ) προκύπτει το σύστημα  

xy x 1 y 1 1yz y 1 z 1 2zx z 1 x 1 3
( ) ( )( ) ( )( ) ( )  

Με πολλαπλασιασμό τους κατά μέλη βρίσκουμε ότι 1xyz 1 z xy   και με αντικατάσταση στην (3) καταλήγουμε στην 2 2 21 y x y xy  Η (1) δίνει 21 y x y xy  οπότε εξισώνοντας τα δεύτερα μέλη καταλήγουμε στην y 1 . Εύ-κολα πλέον βρίσκουμε ότι x z 1  οπότε 
1 2 3E E E Ε  απ’ όπου προκύπτει η ζητούμενη  

1 1
ΟΑ ΟΓ 2ΟΑ ΟΓ  Ο ίδιος ο συνάδελφος διατυπώνει την επόμενη  Παρατήρηση Η αντικατάσταση 1z xy  στην (3) δίνει την 1 1 1 x 1y xy  στην οποία αν αντικαταστή-

σουμε 21 x x 1y  βρίσκουμε  
3 2x 1 x 4x 3x 1 0( )( )  Αφήνουμε ως ανοικτό πρόβλημα την επίλυση της εξίσωσης 3 2x 4x 3x 1 0 , ή την από-δειξη του αδυνάτου της στο 0( , ) . 

Λύση  έστειλαν επίσης οι συνάδελφοι Γιάνναρος Διονύσης – Πύργος, Λαγογιάννης Βασίλειος – Ν. Ηράκλειο, Δεληστάθης Γιώργος – Κάτω Πατή-σια, Ιωαννίδης Αντώνης – Χολαργός.   
ΑΣΚΗΣΗ 462 (ΤΕΥΧΟΣ 139) Να λύσετε την εξίσωση  152 4 81 xx x x x 1  
Γιάνναρος Διονύσης – Πύργος.   ΛΥΣΗ  (Από τον ίδιο) 

 Αν x 1 , τότε το δεξιό μέλος της εξίσωση είναι μεγαλύτερο ή ίσο του 1, ενώ το αριστερό είναι μικρότερο της μονάδας. Επομένως αν η εξί-σωση έχει ρίζα, τότε αυτή θα είναι μικρότερη της μονάδας.  
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 Αν x 0  τότε το δεξιό μέλος της εξίσωσης θα είναι μικρότερο ή ίσο του μηδενός, ενώ το α-ριστερό μέλος αυτής θα είναι θετικό λόγω του  ότι  
2 4 2x x x 1 x x| |  Συνεπώς οποιαδήποτε ρίζα της εξίσωσης θα βρί-σκεται στο διάστημα 0 1( , ) . Έστω x 0 1( , ) . Πολλαπλασιάζουμε τα μέλη της εξίσωσης με x, οπότε ισοδύναμα λαμβάνουμε την 162 4 8x xx x x x 1  

Διαιρούμε με x τους όρους του κλάσματος οπότε έχουμε την  
16 8 16

8
1 1 1x 1 1 1 1 x x11 1 1 1 xΘέτουμε 161 t 0x  και λαμβάνουμε την εξί-

σωση  1 1 1 t t 1, ( ) . Θεωρούμε τη γνησίως αύξουσα συνάρτηση f t 1 t t 0( ) , , οπότε η (1) γράφεται f f f f t t( ( ( ( ))))  και όπως εύκολα μπορούμε να αποδείξουμε με απαγωγή σε άτοπο, αυτή είναι ισοδύναμη με την  f t t( ) δηλαδή t t 1 0που έχει μοναδική θετική ρίζα την 5 12 . Συνεπώς  
881 5 1 2 5 1x2 2x 5 1  

Άρα 8 5 1x 2 . Λύση  έστειλαν επίσης οι συνάδελφοι Ιωαννίδης Αντώνης – Χολαργός και  Χατζηελανίδης Πέτρος. (Από παραδρομή στο προηγούμενο τεύχος ο συ-νάδελφος Χατζηελανίδης  δεν αναφέρθηκε και ως λύτης της άσκησης 459).    ΑΣΚΗΣΗ 463 (ΤΕΥΧΟΣ 139) Έστω 1 1 2 2O R O R( , ), ( , ) με 1 2R R  δυο τεμνόμε-νοι κύκλοι και θ η γωνία τους. Να αποδείξετε ότι το κοινό μέρος των δυο κύκλων έχει εμβαδόν  

2 2 221 2 2 1 21 2
R ημθE R R τοξεφ θR R R ημθR R συνθ( )  Υπενθυμίζουμε ότι ως γωνία μεταξύ δύο τεμνό-μενων κύκλων ορίζεται  η γωνία που σχηματί-ζουν οι εφαπτόμενες των κύκλων σε οποιοδή-ποτε από τα δύο κοινά σημεία τομής τους.  Τσιώλης Γεώργιος- Τρίπολη  ΛΥΣΗ  (Λαγογιάννης Βασίλειος – Ν. Ηράκλειο) 

  Έστω Α, Β τα σημεία τομής των δύο κύκλων και έστω ότι η διάκεντρος 1 2Ο Ο  τέμνει τα τόξα του  κοινού μέρους των 1 1 2 2Ο R Ο R( , ), ( , )στα Δ και Ε αντίστοιχα, όπως φαίνεται στο παραπάνω σχήμα. Ισχύουν: 
1 1 2 2 1 2OA R OA R O AO π θˆ, ,  διότι, σύμφωνα με τον ορισμό της θ, οι πλευρές της είναι κάθετες προς τις αντίστοιχες της 

1 2O AOˆ .  Εφαρμόζοντας το θεώρημα συνημιτόνου το τρί-γωνο 1 2ΑΟ Ο  ως προς τη γωνία 1 2O AOˆ και με τα βοήθεια των παραπάνω ισοτήτων έχουμε:              2 2 21 2 1 2 1 2 1 2Ο Ο Ο Α Ο Α 2Ο Α Ο ΑσυνΟ ΑΟˆ  2 2 21 2 1 2 1 2Ο Ο R R 2R R συνθ  Εφαρμόζοντας στο ίδιο τρίγωνο το θεώρημα για τη γωνία 1 2ΑΟ Οˆ  έχουμε: 2 2 2 2 2 2 21 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 1 2 1 1 2 1
Ο Ο R R R R 2R R συνθ R RσυνΑΟ Ο 2O O R 2O O Rˆ

1 21 2 1 2
R R συνθσυνΑΟ Ο O Oˆ ,  (1) Τέλος, εφαρμόζοντας το θεώρημα ημιτόνων στο τρίγωνο 1 2ΑΟ Ο έχουμε: 



 -------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------   Ο Ευκλείδης προτείνει …   ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄ 141 (2026) τ.1/70 

1 2 1 2 1 21 2 2 1 2 2
ˆ ˆ ˆημΟ ΑΟ ημΑΟ Ο ημΑΟ ΟημθΟ Ο ΑΟ Ο Ο R  

21 2 1 2
R ημθˆημAO O Ο Ο ,  (2) Από τις (1) και (2) παίρνουμε: 

2 21 2 1 21 2 1 2
R ημθ R ημθˆ ˆεφΑΟ Ο ΑΟ Ο τοξεφR R συνθ R R συνθκαι  
2 1 1 2 1 2ˆ ˆ ˆΑΟ Ο π Ο ΑΟ ΑΟ Ο , οπότε 

22 1 1 2
R ημθˆΑΟ Ο θ τοξεφR R συνθ  Από το σχήμα προκύπτει  

1 2 1 2(ΑΕΒΔΑ) (ΑΟ ΒΔΑ) (ΑΟ ΒΕΑ) 2(ΑΟ Ο ) , (3) Είναι: 2 2 21 1 1 2 1 1 2
R ημθΑΟ ΒΔΑ R AO O R τοξεφR R συνθˆ( )  

2 2 2 22 2 2 1 2 2 1 2
R ημθΑΟ ΒΕΑ R AO O R θ R τοξεφR R συνθˆ( )

1 2 1 2 1 2 1 22 ΑΟ Ο Ο Α Ο ΑημΟ ΑΟ R R ημθˆ( )  Αντικαθιστώντας τις τρείς τελευταίες ισότητες στην (3) προκύπτει το ζητούμενο: 2 2 221 2 2 1 21 2
R ημθΕ R R τοξεφ θR R R ημθR R συνθ( )  όπου Ε ΑΕΒΔΑ( ) . Λύση  έστειλε  επίσης ο συνάδελφος Ιωαννίδης Αντώνης – Χολαργός.   ΑΣΚΗΣΗ 464 (ΤΕΥΧΟΣ 139) Θεωρούμε την ακολουθία να ν( ), *  με: 21 ν 1 ν να 2 και α α α 1   Να αποδείξετε ότι ανά δυο οι όροι της είναι σχε-τικά πρώτοι. Αντωνόπουλος Νίκος - Ίλιον   ΛΥΣΗ  (από τον ίδιο)   Είναι: 

ν 1 ν ν ν ν 1 ν 1α 1 α α 1 α α α 1( ) ( )   
ν ν 1 1 1 ν ν 1 1α α α α 1 α α α... ... ( ) ...   Αν τώρα υποθέσουμε ότι δυο τυχαίοι όροι 

κ λα α, της ακολουθίας  με κ λ   έχουν κοινό διαιρέτη δ, τότε έχουμε: 

κ λδ α και δ α| |   οπότε  
κ λ κ 1 λ 2 1 λδ α α δ α α α α 1 α| | ... ...   

λ κ 1 λ 1 λ 1 2 1δ α α α α α α 1 1| ( ... ... )  με τον αριθμό δ να είναι προφανώς διαιρέτης του γινομένου  
λ κ 1 λ 1 λ 1 2 1α α α α α α 1( ... ... ) . Έτσι, αναγκαστικά ο αριθμός δ θα είναι διαιρέ-της της μονάδας οπότε δ 1και οι όροι κ λα α,είναι σχετικά πρώτοι. Λύση  έστειλαν επίσης οι Γιάνναρος Διονύσης – Πύργος, Δεληστάθης Γιώργος – Κάτω Πατήσια,  Λαγογιάννης Βασίλειος – Ν. Ηράκλειο, Νερού-τσος Κωνσταντίνος – Γλυφάδα και Ιωαννίδης Α-ντώνης – Χολαργός .   
Προτεινόμενα Θέματα 469. Αν α 0 1[ , )  και ν , να αποδείξετε, χω-ρίς την χρήση παραγώγων, ότι  2ν 32ν 1α 1 2ν 32ν 1α 1  Τασσόπουλος Γεώργιος – Αθήνα 470. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και έστω Ι το κέντρο  του  εγγεγραμμένου κύκλου. Οι ΑΙ, ΒΙ, ΓΙ τέμνουν τον κύκλο στα σημεία 1 1 1A B Γ, , αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι  

2 2 2 21 1 1 1 1 1
ΑΒ ΑΓ ΒΓ R 3Α Β Γ Α Β Γ ρ  Καρτσακλής Δημήτρης  - Αγρίνιο.  471. Να λύσετε το σύστημα  2 2 22x z 2y x 2z yz x y, ,  Σταματιάδης Ευάγγελος – Νέα Ιωνία. 472. Να λύσετε την εξίσωση  10 6 4 2x 3x x 6x 3 0  Χρήστος Τσόλκας - Αγρίνιο  

(Επίσης λάβαμε: Από τον Χρήστο Α. Τσόλκα εργασία για τη «Η Γενικευμένη Γεωμετρία, (Βα-σικές έννοιες- Ορισμοί – Θεωρήματα – Παρα-δείγματα) με πολλές αναφορές στην Γεωμετρία των Ευκλείδειων χώρων και μη Ευκλείδειων χώ-ρων (παραλληλίες)) 
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